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UN PROBLEME DE MOYENNE DANS LA BOUL
EUCLIDIENNE '

PAR

EDOUARD GLOUKHIAN (Paris)

Abstract. The paper deals with the study of mean values of a
function f of one argument on some random distances ¢ defined in a
Euclidean sphere. Some integral operator is introduced and the
inverse operator is founded. In comparison to a previous paper [2],
a particular radial density is introduced in the sphere.

GENERALITES

Soient, dans R", Q = B"(R) la boule euclidienne de rayon R de centre 2
Porigine des coordonnées, #,, la tribu borélienne sur €. On définit comme
suit une mesure de probabilité p sur (Q, #,). Soit ¢ une fonction d’une
variable, positive, définie sur [0, R]. Elle définit sur Q une fonction radiale
o (r) = @({|x]]). Pour des raisons qui apparaitront plus tard, nous prendrons
@ sous la forme t— A"1(R*—t%)% ol ge]-3, +oof, et A étant un
coefficient de normalisation

A= fo(lxl)dx = IS"_ll?t"_l(Rz;tz)th
2 0

R™ 2 (/2 (g+1)
2 TI(n+2q+2/2)

ou S"! est la sphére unité, |S"!| son aire. On pose, par définition,

=I5

1
du(x) = E(R" —~|Ix|I%)2 dx

et on note (2, #,, i) Tespace probabilisé correspondant a cette mesure.
Par ailleurs, on considére Pespace probabilisé (S"~ ', #B,_y, 6" '), ¢" !
étant la mesure de Lebesgue (normalisée) sur 5" 1.
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POSITION DU PROBLEME

On prend pour espace probabilisé (2xS"" ', &, @ Bgn-1> 4 ®c" ).
On définit sur cet espace une variable aléatoire ¢ comme suit. Soit (x, w)e
Q x 8", La demi-droite x+ R, w rencontre la frontiére S"~!(R) de la boule
en un point unique x' = x'(w). Par définition, ¢ est Papplication (x, w)+
lIx'—x||. De méme, la demi-droite x— R, @ rencontre $"~*(R) en un point
unique x”(w). On note # Papplication (x, @) ||x"—x|l. A présent, pour
toute fonction numérique f Lebesgue-intégrable sur [0, R], on définit la
moyenne de f sur les ¢ dans B"(R) par lintégrale

SR =7 | oS (G 0)dxio™ (o)

; stn-l

Par raison de commodité, on notera aussi f(£(R)) cette moyenne.

On se propose:

1. de calculer les moments &*(R);

2. d’inverser la transformation intégrale (1), c’est-a-dire de reconstituer f
a partir de g prise dans une certaine classe;

3. de trouver la densité de la variable aléatoire ¢.

REDUCTION DE L’'INTEGRALE (1) A UNE INTEGRALE DOUBLE

Les raisonnements qui suivent sont valables pour ¢ quelconque positive.
Le coefficient de normalisation A4 vaut ici

, ‘ R
A= [o(Ixl)dx = 8" fo(r)r"'ar.
2 0
L’intégrale (1) s’écrit

1
gR =~ | o) f(Ex, w)dxdo"" (w).

“ axsp—1

On passe en coordonnées polaires. Le lien entre les coordonnées
sphériques d’'un point’ @ de la sphére unité S"! et ses coordonnées
cartésiennes (y;, ..., y,) est donné par les formules

Yy =sina,_; ... sina,sina;,

Y2 =sina,_4 ... sina, cosay,

Vn—1 =SiN0,_; COS O3,

Yn = COS®y—1,
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oll 0<oz1 <2net 0Ky <mpour k#1. On a

rn?2) .

do" ! (w) = paCE sin""?a,_;...sinayday ...do,_ ;.

Notons que si Pangle «,., est fixé, alors que a,,..., a,_, varient, la
distance ¢ est constante (le vecteur & = x'—x tourne autour de la droite
définie par les points O et x). Intégrons sur a4, ..., a,_ , dans leurs intervalles
de définition (théoréme de Fubini) et posons Oy =01 On a

. I'(n/2)
IO =4 o "I )

2o dadx.

Intégrons encore dans la couche sphérique de ‘rayon ||x|| =r, d’épais-
seur dr. On obhtient

| y .
g(R) = —”q’(r)lS" Urtf e, o ))\/’Ff(n/l))/z sin"~ 2o dr da.

. La distance { s’exprime en fonction de r et R et de Pangle central 6 (si x
est pris sur 'axe Ox,, 0 est Pangle indiqué sur la figure)

@) | . &=(R®*—2Rrsinf+r2)'2

‘ét | i
I n— 2 .
. =2 nq €OS" “B(R—rsinb)
sin'™2 g dp = R (RZ_2Rrsin+ )7

(—-d0).’
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On obtient pour g l'expression
1 1 Irw
g(R) =R =
: rimn-—1
To@r /= =)
0

n-1

2

) =1 anol—2 o
; pe 1 r"~tcos" “O(R—rsinb)drdl
£f2 oW f© (R*—2Rrsin 0 +r2)"?

R
x |
0 —
Si I'on prend ¢ sous la forme particuliére indiquée, on obtient
2 T'((n+29+2)/2) 1 y
\/T't r((n—1y2)I'(g+1) R**!

R w2 f(,)(Rz‘—rz)qr"_lcos""‘@(R—rsinﬂ)drdB
x] I T¢ (RZ_2Rrsin6+ 7"

G 9R®)=

ou encore, par un changement de variable évident,
2 T ((nzi-2q+2)/2)

@ g9gR)= T T D) T+ D %
T Ry s 20(1 —rsin)drdo
xg _!ﬂf(Rf) TRy ,

avec ici & = (1—2rsin0+r?)"2, ce qui, en quelque sorte, raméne le probléme
a la boule unité. Le calcul de cette intégrale pour f(t) = t* (nous lindiquons
i la fin du texte) donne les moments

2k+2a r(n+2q+2) I'k+q+1)T((k+29+1)/2) Rt
Jr 2 Fk+2q+ )T ((n+k+29+2)/2) °

q> -3
On voit que Ja fonction t* est un vecteur propre pour [lopérateur

moyenne défini par (1), (3) ou (4), le coefficient de R* dans (5), soit (1),
étant la valeur propre correspondante.

G &R =

INVERSION DE L'OPERATEUR INTEGRALE MOYENNE

Ci-dessous, on note Cfy, lespace des fonctions m fois continiment
dérivables sur [0, a] et C% sur R,.. On suppose g entier.

THEOREME. Lopérateur moyenne définit un isomorphisme de C[p ;5 sur
Crra+r D2 i .p est impair, et de Clbyq sur Clotf " 2/% si n est pair. En
particulier, il définit un automorphisme de C. On a les formules d’inversion:
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\/TE (d at+1 /4 (n—1)/2 vt 24 (t
G #r0)= 2<"+4q+1>/2r((n+2q+4/2) _) (&E) g E)

pour n impair,

. 1 d g+1 d n/2
(52 1S (0 = Sormgrav r{(n+29+2)/2) (dt) (t?t) 8

2
x [utrr2ai2g (4)(52 —u)"Y?du  pour n pair.

Y

Schéma de la démonstration. II ressort de (4) que la classe de dérivabilité
de g est au moins celle de f. Disposant des moments (5), on peut reprendre la
filiere utilisée dans [2]. On écrit lexpression de la moyenne pour f prise dans
la classe des fonctions entiéres, puis on passe aux f e Cfp, €n appliquant un
théoréme de prolongement (cf. [1] ou [6]). On a :

o =5 R FREw) - 3 v f*(l)f b
, 0
| =y RED
0
dou f®(0) = g®(0)/E(1), et, par conséquent,
cotk (k)(o)
- ® (0

f= Z f ) = Lkl «E“(l)

Nous allons transformer la solution obtenue sous cette forme.
Remplagons &*(1) par son expression (5) (avec R = 1). Il vient

P }E g™ () 1 rk+2g+1)
TS kY 2T ((n+2g+2)2) T'(k+q+1)
' 1"((n+k+2q+2)/2)t,c

I'{(k+2g+1)/2)

Soit n impair. Les deux derniers rapports en I' se simplifient en vertu de
la formule I'(z+ 1) = zI'(z), et on obtient

2 g™ k+2q+1
@)= 22*F((n\-{§q+z)/z)kzo 2k£’)(k+q+1) (k+2q)$ .

k+n+2qtk
R
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. )
tqf(t) = 2(n+1)/2+241:{(i+2q+2)/2) k§092“£!)(k+q+1)"'(k+2m X

x (k+2g+1)...(k+n+2g)t*™4.

On se débarasse des facteurs (k+g+1)...(k+n+2q) par des intégrations
successives ' :

(6) r r

t (n—1)/2 1T
T-vyz | T[]
0 0 00

1 31

(j; gr“f('r)d‘cdtl ooty dTdT, ... dT, 1y

q

\/E Z (k)(o)tk+2q+n+1

T 202U (4 29+ 2)/2) (S 2°K!

" +2g+2 St
T 2@ DIRRUT (42 +2)/2) g (E)
On rappelle que

Tq . 71 ' ‘
(_‘; .(j;f(r)dtdtl...érq_l T )(j;(t —7)" Y e,

et on vérifie par récurrence que

k4 iy dede. . do. o, (12 Ay
tpg...f,(j;f(r) tdt,... t,,_1=—f656f(—2———2~) fR)dr.

Dés lors, I'égalité (6) s’écrit

;A t;rtzy(nl)/21 i—1oq
et e N o L

\/1'”"+2q+1 (E)

= 2@ ORI AT (n+ 2+ 2)/2)

i %ReniérQ»udns qﬁé si Ton fait, dans (7), f () = 7, on retr‘oﬁw}e les moments
(5) E*(R) quel que soit n impair ou pair. Tout ce qui suit vaudra donc pour
tous les n. Notons y(y) lintégrale de Liouville dans (7):

® Y= F()f(y Ve f (o) dr.

‘Alors (7) s’écrit
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H

1 -
2n—1)2 F((n +‘ 1)/2) g(tz _yz)(" iz 'l’ (y) dy

©®

_ \/Etn+2q ' i
T e ((ny 201+ 22) 9 \2 )

La résolution de cette équation intégrale de fonction inconnue y fait
intervenir la dérivation d’ordre fractionnaire, étudiée, par exemple, dans
Pouvrage de Guelfand et Chilov [5], ch. I, § 4, rubrique 5. Faisons, dans (9),
y? = u, puis remplagons t* par t. On obtient

1 t t_u)(,,-n;z‘p(\/‘—‘)du — \/T_E )t(n+ 2q)/2g (\_/{}
u

I'((n+1)/2) (j,.( \/" 22T ((n+2q+2)/2 2
ce qu'on peut mettre sous la forme
(10) t(:- 12 - l/’ (\/E) — \/—“E ot 20)/2 (ﬁ
T2 i 2T (n+24+2)/2) I\2 )

Ici on a introduit la distribution ¢4 définie dans [5], ch. 1, § 3, rubri-
que 2. La résolution de cette équation de convolution conduit a:

1. n impair.

v/ _ Jr £y Lt 2002 g (ﬁ)

St T (n+2q+22) T (—(n+1)2) 2

\/TE (_‘_l_)("+ iz t("+ 24q)2 g (ﬁ)

T 22T ((n+2g+2)2) \de 2

Y J/ (AN vz 1
: 2 4at D2 P (n+ 29+ 2)/2) \t dt )

Compte tenu de Pexpression (8) pour y(t), on trouve

' \/7_'3 d\ d \n+ /2 +2¢g t
= — t— " ~ i
10 = seraon I'((n+4q+2)2) (dt) (t dt-) v (2)

ce qu'on identifie avec la formule (5,), si Fon note que (d/dt)t(d/t dr) = (dfdr)*.
2. n pair. On convole alors avec 1332/ (—(n+1)/2), ce qui donne

‘/’(\/E) _ \/7-5 g7+ 32 )*_t(:ﬁ- 2q)/2é (ﬁ)

\ﬁ' B 22T ((n+2q+2)2) I'(—(n+1)/2 2

3 '— Prob. Math. Statist. 8
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On écrit ici _
t;(n+3)/2 t:<n+4)/2 t—uz
T(=mn+1)f2) " T(~(m+2y2) T 1/’

et, par conséquent,

w(J) \/; ) (d )("+2)/2 }u(n+ qullg (4)0——“)_ ” d

Jt 28T (n+29+2)2 L
d’ou
v _ \/‘IE - ( d \+ 22
t 2(n+4q+2)/2F((H+2q+2)/2) EE X
x J‘ u(nt 2012 (f )(tz;(izz)l/z

11 vient en vertu de (8)

1 d\d [ d \o+ iz
q _— - N + dr
11O = svagron T((n+24+2)/2) (dt) t(tdt) *
. 2 '
% ' [utr20i2g (4)“2 —u)" Y2 du,
J ,

ce qu'on identifie aussitdt avec la formule (5;). Le degré de régularité de f et
de g est défini par les formules (5, ,). La propriété énoncée dans le théoréme
est évidente pour (5,) n impair. Pour (5,), il suffit, pour s’en assurer, de faire
dans Tintégrale le- changement de variable u = t?s. Pour g = 0, les formules
(51 2) se redmsent leurs homologues (4, ;) dans [2].

LOI DE ¢
" Elle se déduit de I'expression (7) pour g, dans laquelle on pose ¢ = 2R:
I'((n+29+2)/2 1
g(R) = nil ) . Rn+2q X
S22 (n+1)/2) T (9)

X 2;(4R2 _yz)(‘n— i)/z {}(y —g)a ! 17 f (1) dz‘} dy.'
0 0 .

11 vient en changeant Pordre des intégrations

| I'((n+29+2)/2) 1

11 =

(- e® SR (@ )2) T R
2R 2R

x [ { ] 4R?—y?)=DI2(y oyt~ dy}at £ (1) dr.
0
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Posons
: 2R o
(12) AQR, 1) = .f (4R2__y2)("—1)/2 (y—1)2 ldy.

L'expression - .
r{{n+2q+2)/2) 1
JR2TIN(n+ /) D) R

est la densité de ¢ (si I'on fait dans (11) f(z) = v* on obtient les moments).
Nous allons faire apparaitre dans (12) la fonction hypergéométrique

ﬂ__lp—ll_ v-B=1(1 —1)-*d
F@Io-pi’ (U AmoTe

Par le changement de variable { = (y—1)/{(2R—1) on raméne Fintégra-
tion 4 lintervalle [0, 1]. On a

y—t=@R-9¢, dy=QR-7)dL,
4R?—y? = 4R?*—72 -2t 2R—7){ —~(2R—7)* 2

7A(2R, 1)

(13) Fa, B, y; 0 =

t—2R
=(ZR—-17)2R+1)(1-0) (l_r—i—ZR C),

donc

1
. AQR, 1) = 2R+1)" V2 QR —)mr 2 D2 fram 1 (1 )T D2
Y

><<1-T"2R c)("—l)lzdg;

7+2R
L’expression (11) pour g(R) s’écrit & présent
I'((n+29+2/2) 1 2k - e
g(R) = ( \/Ez,,_l / )Rn+2q £(2R+T)( 1)/2(2-R-—‘L')( +2g—-1)/2 x

y i {I’ ((n+2g+ i)/ 2)
I'((n+2g+1y2) |I'((n+1)/2) T (g)

1 _ (n—1)/2
L ng“"l(l-‘C)‘”_”’z(l—z_'_;i) ! di}’t"f(f)dr,

et donc, en vertu de (13),

| I((n+2q+ 2)/2)' 1
14) g(R) =
( ) g( ) ﬁzn—lr((n+2q+1)/2) Rn+2qx
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2R

X [ (2R47)" D2 (QR gyt 24 1i2
0

F 1-n  n+2+1 7—2R
“\ 2T 2 iR

)zq f(@)dr.

Ainsi, la transformation intégrale (1), (3) ou (4) se réduit i lintégrale
simple (14). L'expression de la densité est

I'{(n+2q+2)/2) 1
'm 2"~ I ((n+2q+1)/2) R"" ™

l1-n  n+29+1 7—2R
2 P T TR

Notons que pour n impair F est un polyndme en (t—2R)/(t+ 2R).

QR+7)" D2 x

(15)  h(x)=

0.<t<2R.

x(2R—1)"+2a-DI2 f (

Deux cas particuliers.

1. Soit g = 0 (la loi de x est umforme sur la boule). Alors F =1, et les
formules (14) et (15) se réduisent respectivement i

2 I'(n+2)y2) 1 2% o
e (D) Ry § @R T O,
2 Im+2/2) 1

Ja T (n+1/2) 2Ry

(16) g(R) =

(17) h(t) = (4R>—73)m=12 <1 < 2R.

~La densité (17) a été déduite par la voie géométrique dans [7].
2. Soit 4 présent g — co. Reprenons 'expression des moments (5) eny
mettant ¢ en évidence:

2kt F(n+'2q+2 Tk+q+1) T(n+2g+1)2) _,
Jr 2 I'k+2q+ )T (n+k+2g+2)2)

Compte tenu de la formule

22::—1 . 1
Ir2x) = rxxrix+=),
o ror(3)

les moments (18) s’écrivent aussi

F(n24+q+1) T'k+g+1)
T2+ g+ ) T{(n+ k)2 +q+1)

(18)  E¥(R), =

(R, =
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On applique la formule lim I'(a+a)/a*I'(a) = 1. Elle donne
a—+w
lim &(R), = R*.

q—*aw

Soit & présent f analytique: f(t) = Y, f®(0)¢*/k!. Alors
k=0

® (0
Zf O) %

k=0

g(R) = f(¢(R) = ER) = f(R).

Par conséquent, la densité (15) h,(r) devient & la limite 6(R—1).
L’interprétation est la suivante. Pour ¢ trés grand la quasi-totalité de Ia
masse de la boule est localisée a origine. Un point x pris au hasard dans la
boule se trouvera au voisinage de Porigine et, pour ce point, £ ~ R, donc

g(R) = f(&) = f(R).
CALCUL DES MOMENTS Z*(R),

On obtient leur expreésion intégrale en posant, dans (3), f(&) = &:

2 I'((n+29+2)2) 1
Jal(n—12)T g+ DR

xR "’f ék(szrz)“r" 1cos" 20(R—rsinb)
(j, 2 (R*—2Rrsin 0 +r?)"?

19 &R, (R), =

drdo,

ou, en vertu de (2),
I'((n+29+2)2)
SaT(n=1D2)T g+ HR™ T

><R n2 (Rz_rz)qrn 1COS"_26(R“’TSi1’l9)drdH
0 —"n[/z (R%—2Rrsin 0 +r2)n~0i2

200 &R), =

Pour g =0 cette expression se réduit & (on pose dans la suite
& (R)g=0 = &(R))
2 I'(n+2/2) ’f “’f 7"~ 1 cos"~2 0 (R —r sin 6) dr df
\/_F (n—1/2)R 5 _2 (R2 2Rr sin 0 +r2)n—0/2

@) &F® =

‘;Cette intégrale a été calculée dans [3]. Elle vaut
2k (n+2\ I ((k+1)/2)

Jr \ 2 )T (n+k+2)/2)Rk'

(22) E(R) =




38 ' E. Gloukhian

Nous allons ramener ie calcul de lintégrale (19) ou (20) 4 celui de
Fintégrale plus simple (21). Pour ce faire, nous supposerons dans toute la
suite que le point x est uniformément distribué dans la boule: g =0.
Considérons. le produit £(x, w)n’(x, w), a> —1 et b > —1. On définit sa
moyenne par la formule (1) (écrite pour g = O):

23) Fp =t [ & o) (x o) dxde™ (@),

[

~

|£2] désignant le volume de B"(R). Par ailleurs, nous aurons i utiliser la

relation fonctionnelle suivante, intéressante par elle-méme, établie dans [4]:
I'(a+b+1)

I'fa+1)I'(b+1)

(24) Eqf =&, p>—1,q>—1, p+g> -1,
qui prend la forme transparente pour a et b entiers: £%¢ = C9,, EayP.
Indiquons que ces formules sont vraies dans le cas trés général ol 'on
remplace la boule par un domaine convexe quelconque fermé, les distances &
et n étant définies comme dans la boule.
Pour x fixé dans la boule, le produit £ est mdependant de weS" 1. On
a &n = R*>—||x||* = R*—r?, et comme, d’aprés (2), & = (R*—2Rrsin 6+ r)Y/2,
on a

(RZ __rZ)b

. a b __
(25) & = (R? —2Rrsin 0+~ a12

Le passage de la formule (1) & la formule (3) vaut ici pour la moyenne
Eyb définie par (23). On a

w5 2 T(m+n2) & =2 “lcos" 29(R—rsinf)drdo

wa

o ~ Jx T(n=1D/2)R ®) _,J[,fa i’ (RZ=2Rrsin0+19)"

En remplagant le produit £*#® par son expression (25), puis appliquant
- (24), il vient

2 I(n+2)2) ® %2 (R*r?Pr" 1 cos" 2 O(R—rsin 0) dr df

&t =7F(( 1 j y 2 _ ; N\u+tb-a)2
r[(n—1/2)R 5 x> (R*—2Rrsinf+r1?)
== F(a+ éa-i-b
I'a+b+1)

Remplagons a présent dans la derniére égalité a par k+b, puis appli-
quons (22). On obtient
2 I(n+2/2) B %2 (R*—r¥°r" " 'cos" 26 (R—rsinb)drdo
\/}E—F((n— 1)/2)R (J;_;!,z (R*—2Rrsin 0+ )02
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Fk+b+ ) b+1) —s ok
I'(k+2b+1)

_ T(k+b+1)T(b+1) 272 I((n+2)/2)I'((k+2b+1)/2) R+ 25

© Tk+2b+1) NG I{(n+k+2b+2)2) :

 Les égalités extrémes donnent lieu a I'égalité suivante:

2 r((n+26+2)/2) B %2 (R2—r?Pr"~!cos" 20(R—rsin ) drdf
T (" 1)/2)T(b+1)R*™! j..,j.-,z (R*—2Rrsin 0+ 202

2k+2br(n+2b+2\r(k+b+1) I ((k+2b+1)/2) R
Jn 2 Jrk+2b+ )T ((n+k+2b+2)2)" °

Si T'on pose & présent dans cette égalité h = ¢, le premier membre
sidentifie & I'expression (20) pour les moments, et le second membre a leur
valeur explicite (5).
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