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Abstruç~. T~IG paper deals with the study of mean values of a 
function f of one argument on sorne randorn distanoes delined in a 
Euclidean sphere. Some integral operator is introduccad and the 
inverse operator is founded, In cornparison to a previous paper [2], 
a particular radial density is introdiiced in the sphere. 

Soient, dans die", O = Bn(R) la boule euclidienne de rayon R de centre à 
l'origine des coordonnées, ,g, Za tribu borélienne sur SE. On définit comme 
suit une mesure de probabilitk p sur (a, BQ). Soit rp une fonction d'me 
variable, positive, definie sur CO, RI. Elle définit sur 52 une fonction radiale 
y ( r )  = 9 (llxll). Pour des raisons qui apparantront plus tard, nous prendrons 
q sous la forme t+A- ' (R2-t2)*,  où q ~ ] - 4 ,  +a[, et A étant un 
coefficient de normalisation 

où  p-î est la sphère unité, JS'-'J son aire. On pose, par définition, 

et on note (fi, a,, p) l'espace probabilisé correspondant à cette mesure. 
Par ailleurs, on considère l'espace probabihé ( S n - I ,  ,, cn-'), 5"-' 

étant la mesure de Lebesgue (normalisée) sur Sn-'. 



On prend pour espace probabilise (Q x Sn- " as, @ Bs,,-, , p @ an- '). 
On definis sur cet espace une variable aleatoire < comme suit. Soit (x, w ) i ~  
B xSnI1. La demi-droite x + R +  o rencontre la frontière Sn-'(R) de la boule 
en un point unique x' = xl(w). Par d&n.ition, 5 est I'applicatiori (x, a)++ 
]lx'-xi]. De mErne, la demi-droite x - R +  cc3 rencontre S"-'(R]  en un point 
unique x"(o). On note y Sapplication (x, w)~+llx"-xi(. A présent, p u r  
toute Fonction numérique f 1,ebesgue-intégrable sur [O, RI, on définit la 
moyenne de f' sur les { dans Bn (R) pas I'intggrale 

Par raison de cornmodit$ on notera aussi f ((IR)) cette moyenne. 
On se propose: 
1. de calculer les moments t k ( R )  ; 
2. d'inverser la transformation integrale (11, c'est-&dire de reconstituer f 

à partir de g prise dans une certaine classe; 
3. de trouver la densité de la variable aiiéatoire 5. 

REDUCmON DE L'PWEGRAPJ-, (1) A UNE IMEGRBLE DOUBLE 

Les raisonnements qui suivent sont valables pour p quelconque positive. 
Le coefficient de  normalisation A vaut ici 

R 

A = 'jp(flxll)dx = ISn-li f rp(r)rn-'dr. 
R O 

L'integrale (1) s'écrit 

On passe en coordonnées polaires. Le lien entre les çsordonnées 
sphériques d'un point w de la sph6re unité Sa'-' et ses coordonnées 
cartésiennes (yi, . . . , y,) est donné par les formules 

yi =  ino or,,-^ ... s i n ~ l ~ s i n o ~ ~ ,  

y2 = sin a,-, . . . sin or, cos ml, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

y,, = COS an- l ,  



~Moyeraiie dam lu boute euclidienne 

Notons que si l'angle a,-, est fixé, alors que a,, .. ., a,-, varieni, la 
distance 5 est constante (le vecteur f =  x r - x  tourne autour de la droite 
definie pan les points O et x). hntegons sur ccl, . . . , sr,- dans leurs intervalles 
de définition (theorèrne de Fubini) et posons sr,-, = a. On a 

Integrons encore dans la couche sphérique de -rayon lllcll = r, &&pais- 
seur dr. On obtient 

La distance 5 s'exprime en fonction de r et R et de Tangle central 8 (si x 
est pris sur l'axe Ox,, 0 est î'angle indiqué sur la figure) 



On obtient pour g I'exprasion 

R i412 r"-1eos"-20(R-rsinB)isdrdB 
x J J P (r) rn-. ' f (5 )  

( ~ 2  -  ZR^ sin 6 + r3*12 O -q'2 

Si i'on prend y, sous la forme partisuli2i.e indiquée, an obtient 

R ( ~ 2 - r 2 ) g r R - 1 c o s " Z B ( R - ~ ~ i ~ ~ O ) d r d d  
x j  1 "fQ43 

O -ut2  IRZ - 3 ~ r  sin 8 + r2)"" 

ou encore, par un changement de variable évident, 

1 r~12 (1 - r2r r n  ' Cg (1 - r sin 8)dr d0 
x j '  j f I R 0  (1 - 2r sin 8 -!- r2)"j2 , 

O - u / 2  

avec ici < = (1 - 2rsin 0 +r2)1f22, ce qui, en quelque sorte, ramene le problème 
à la boule unité. Le calcul de cette intégrale p u r  f jt) = tk (nous l'indiquons 
à la fin du texte) donne les moments 

On voit que la fonction tk est un vecteur propre pour Popérateur -- 
moyenne defini par Cl), (3) s u  (la), le coeffi~ent. de IPk dans (51, soit tkfl), 
étant la valeur propre correspondante. 

ImRIjnON DE L ' Q P ~ U T E ~  I ~ G R A ~  MOYENm 

Ci-desslow, on note C;8,,1 l'espace des fonctions m fois continûment 
dérivables sur [O, a] et C-sur R , .  On suppose q entier. 

THEOREME. k)op&ratew moyenne dci(ini& un isomrpI1Tsme de C;0,2al sur 
C Z ~ B ] + ~ ~ + ' ) / ~  si .n est impair, et de sur si FI est pair. ER 
particulier, il déjrinit un autélm~pbaiswre de C+. On a les formules Ginversdiîi?: 



pour n impair, 

kherntn de 1~ d~mnsfr9~~0m.  Il ressort de (4) que la classe de dérivabi~té 
de g est au moins celle de$ Disposant des moments (9, on peut reprendre la 
filiere utilisée dans [2]. Clin écrit l'expression de la moyennie pour j' grise dans 
la classe des fonctions entieres, puis on passe aux f E GmoE rn appliquant un 
thior8me de prolongement (cf. Cl] ou 161). On a 

d'air f tk)(0) = y(k) (0) / (k ( l ) ,  et, par cooaskquent, 

tk  tk B ( ~ ) ( O )  
f ( t )  = Cb!fP(0) = C- =- 

O O k !  ?(B) 

Nous allons transformer la solution obtenue sous cette hrrne. - 
Rernpla~ons tk(l) par son expression (5) (avec R = 1). 11 vient 

Soit n impair. Les deux derniers rapports en r se simplifient en vertu de 
la formule T ( z +  1) = zT(z), et on obtient 



x ( ~ + 2 g + l j . . . ( k + n + 2 ~ ) t ~ + ~ .  

On se debarasse des facteurs (k + q + 1). . . {k  + n -i- 2q) par des intégrations 
successives 

On rappelle que 

et on vérifie par rkurrence que 

Ws lors, l'égalité (6) sqecrit 

i~eanar~uons que si l'on fait, dans (2, f (z) = .cs(, on retrouve les moments' 
(5) t'(RI quel que soit n impair ou pair. Tout ce qui smit vaudra donc pour 
tous les n. Notons $(y) I'intkgraie de Liouville dans (7): 



Mayenne dam la boule euclidienne 

ka résolution de cette 6quation integrale de fonction inconnue $ fait 
intervenir la dériafation d'ordre fractionnaire, 6tudiée, par exemple, dans 
l'ouvrage de Guelfand et Clhilov 151, ch. H, I j  4, rubrique 5. Faisons dans (9, 
y2 =- u, puis remplaq~nç t2  par t ,  8 x 1  obtient 

ce qu'on peut mettre sous la forme 

Ici on a introduit la distribution ir",définie dans 151, ch. 1, 4 3, rubri- 
que 2. ka résolution de cette equation de convolution conduit à: 

1. n impair. 

Compte tenu de l'expression (8) pour $1~1, on trouve 

ce qu'on identifie avec la formide (5,$, si l'on note que fd/dtj t (dit dt) = (d/dt)L. 
2. n pair. On convole alors avec t,("+ 3)/2/r(-(n+ l)/2d, ce qui donne 
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et, par conséquent, 

d'où 

II vient en vertu de (8) 

ce qu'on identifie aussit6t avec k formule (52). Le degré de remlarit& de f et 
de g est défini par les formules (5 , ,2) .  ka popaiété énoncée dans le thbr6me 
est évidente pour (5,) n impair. Pour (5,), il suffi4 pour s'en assurer, de faire 
d a d  l'intégrale le changement de variable u = t2 S. Pour q = O, les formules 
(5,,,) se réduisent à leurs homologues (4,,,) dans 121. 

Elle se déduit de l'expression (7) pour g, dans laquelle on pose t = ZR: 

2 R Y 

x 1 ( 4 ~ ~ - y ~ ) ( ~ - ~ ) f ~  { ~ ( ~ - T ) Q - ~ T ~ ~ ( Z ) ~ T )  d y .  
O O 

Il vient en changeant l'ordre des intégrations 

2 R  2R 
2 ( n -  1)[2 x F { î  (4R2--y ( y - ~ ) 4 - ~ d y ) z ~  f ( z ) d z .  

O r 



Mayenne dans la bmrb euclidienne 

Posons 

est la densité de -[ (si I'sn fait dans (11) f (z) = zk on  obtiepal les moments). 
Nous allons faire appara3re dans (12) ]na fonction hyprgécrm6tnque 

Par le changement de variable [ = (y - z)/[2R - T )  on ramène l'intkgra- 
tion à Pintervalle [O,  11. On a 

donc 

L'expression (11) pour g(R)  s'kilt A grésent 

et donc, en vertu de (13), 
l 



3 6 B. G l o u k h i a n  

Ainsi, la transformation intégrale jl), (3) ou (4) se riduit à l'intégrale 
simple (14). L'expression de la densité est 

r (@ + 24 4- 2)/2) 
(1 5 )  h, (9.) = ---- 

1 -- (SR f TB(= - 1)/ 2 X 
J;; 2"- ' T ((n + 2q + I)/2) R'+ lp 

Notons que pour ys impair F est un polynôme en ET - SR)J(T + 2R). 

Deux cas prticialiers. 
1. Soit q = O (la loi de x est uniforme srrr la boule). Alors F = Ji, et les 

formules (14) et (15) se réduisent respectivement & 

La densité (17) a été déduite par 1a voie géométrique dans [7]. 
2. Soit à prksent q -, m. Reprenons I'exgression des moments (5 )  en y 

mettant q en évidence: 

Compte tenu de la formu1,e 

les moments (18) s'écrivent aussi 



&Ioyenrie dans la boarSe eucLiriienne 

On applique la formule Ilm r (a + ol)/aa6(a) = 1. Elle donne 
a-a, 

lim <k (R) ,  = Rk , 
4-40 

ffi 

Soit à present f analytique: f (t)  = fkq40) tk /k! .  Alors 
k = O  

Par conséquent, la densite (15) hq(x-) devient à la limite 6 ( R - z ) .  
L'interprétation est la suivante. Pour q très grand la c~srasi-totalité de Ta 
masse de la boule est localisée à l'origine. Un point x pris au hasard dans la 
boule se trouvera au voisinage de i'origlne et, pour ce { - R, donc 

$(RI = -7% = f (RI. 

- 
CALCXJL DES K%OMmNTS 

On obtient leur expression integrale en posant, dans (31, f (t) = tk: 

OU, en vertu de /2), 

Pour q = O cette expression se réduit 5 (on pose dans la suite 

tk(RIq=o = tk(RI) 

2 r((n+2)/2) iJ2  rn-1cos"-28(~-rsinû)drd6 
(21) ck (R)=-  .f S & n - 2 R - (R2 - 2Rr sin 8 + r2)("-"12 ' 

Cette intégrale a été calculée dans [3]. EUe vaut y) r((x+ 1KZ) 
2 r ((n + k + 2)/2) 



Nous allons ramener le calcul de I'inlégirale (19) wu (20) à celui de 
i"int6graIe phus simple (21). Pour ce faire, nous supposerons dans toute la 
suite que Be point x est unif~rm6ment distnibiie' dans la boule: q = O. 
Considérons. le produit t U ( x .  w) q b ( x ,  o), a > - 1 et b > - 1 ,  On definit sa 
moyenne par la formule (1) (écrite pur q = O): 

/QI désignant le volume de Bn(R). Par ailleurs, nous aurons à utiliser la 
relation fonctionnelle suivante, intiressanite par elle-meme, établie dans [43: 

- - 
qui prend la forme transparente pour a et b entiers: tu'b = CBfbtaqb .  

Indiquons que ces formules sont vraies dans le cas eres genéral OU l'on 
rcmplace la boule par un domaine convexe qeielconque ferme, les distances 
et q dtant définies c o r n e  dans la boule. 

Pour x fixe dans la boule, le produit 51 est iadkpetadant de a E Sn-I. On 
a 5s = It2 - j1x]12 = R2 -rZ, et comme, d'après (21, { = (R2 - 2 ~ r  sin f3+r2)lt2, 
011 a 

y ,b = -- ( ~ 2  - r2fb 
(RZ - 2Rr sin 8 + r&)(b-")/2 ' 

Le pamage de la formule 41) if la formule (3) vaut ici pour la moyenne - 
t" q q d e f h i t :  par (23). On a 

-- 2 T((n+1)/2) X 1 2  brn-1cosn-2tl(R-rsin8)idrd6 
b --- y (R' - 2Rr sin 0 + r2)'I2 C G ) i  - r((n-I)/2].R - M ~  

En remplagant le produit ? y b  par son expression (25), puis appliquant 
(24), iI vient 

Remplay;ons à présent dans la dernière égalité a par k+b,  puis appli- 
quons (22). On obtient 

2 1" (In + 21/21 q2 (w' - rn- cosn- 8 (R - r sin 0) dr dtj 
S S f i r (b - l ] /2 )R O -*z (R2 - 2Rr sin 0 + r2)'"-k)12 



Moyenne durts lu boulale einclidienne 

Les kgalites extrêmes donnent heu à l'égalité suivante: 

2 r ((n + 2b + 23J2) N 2  (R' - r2)' COS"-' O(R - r sin 13) dr dB 
l- S J;;r((n- 1) /2 ) r (b+  1 )R2b t1  ; -*, [RZ - 2 ~ r  sin 

Si i'on pose ii présent dans cette kgalite b = q, le premier membre 
s'identifie à l'expressian (20) pour les moments, et le second membre à leur 
valeur explicite (5). 
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